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Διαγωνισμός "Ο ΘΑΛΗΣ"  για τους μαθητές της Β Γυμνασίου 

 

 Στον διαγωνισμό "Ο ΘΑΛΗΣ" της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας (Ε.Μ.Ε.) η 

εξεταστέα ύλη είναι κυρίως η ύλη της Α΄ Γυμνασίου.  Για την καλύτερη προετοιμασία των 

μαθητών, το Παράρτημα Αχαΐας της Ε.Μ.Ε., ετοίμασε ένα φυλλάδιο  με την ύλη των 

μαθηματικών της Α΄  Γυμνασίου. Στο συγκεκριμένο φυλλάδιο αναφέρονται οι γνώσεις που οι 

μαθητές έχουν μάθει στην Α΄ Γυμνασίου, με στόχο να κάνουν μια γρήγορη επανάληψη. Έγινε 

προσπάθεια το φυλλάδιο να είναι όσο γίνεται εύχρηστο, ώστε σε ελάχιστο χρόνο ένας 

μαθητής, να φρεσκάρει τις γνώσεις του και να μπορέσει έτσι να δοκιμάσει να λύσει τα 

θέματα του διαγωνισμού "Ο ΘΑΛΗΣ". 

 Για την παρουσίαση της ύλης της Α΄ Γυμνασίου θα ακολουθήσουμε το σχολικό βιβλίο 

και κάποιες φορές θα σας παραπέμπουμε στις σελίδες του βιβλίου σας. 

 

ΜΕΡΟΣ Α΄ 

 
1) ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο - Οι φυσικοί αριθμοί 

 

I. Προσεταιριστική ιδιότητα  α(βγ)=(αβ)γ 

 

II. Επιμεριστική ιδιότητα  

i) Ως προς την πρόσθεση: α(β+γ)=αβ+αγ  

ii) Ως προς την αφαίρεση: α(β−γ)=αβ−αγ  

 

III. Προτεραιότητα των πράξεων 

i) Υπολογισμός δυνάμεων 

ii) Εκτέλεση πολλαπλασιασμών και διαιρέσεων 

iii) Εκτέλεση προσθέσεων και αφαιρέσεων 

Προσοχή: Αν υπάρχουν παρενθέσεις εκτελούμε πρώτα τις πράξεις μέσα 

στις παρενθέσεις με την παραπάνω σειρά. 

 

IV. Ευκλείδεια διαίρεση - Διαιρετότητα 

i) Δ=δπ+υ (Ευκλείδεια διαίρεση)  

• Ο αριθμός Δ είναι ο διαιρετέος, ο αριθμός δ είναι ο διαιρέτης, ο 

αριθμός π είναι το πηλίκο και ο αριθμός υ το υπόλοιπο. 

• Προσοχή πρέπει υ<δ 

ii) Αν υ=0 τότε έχουμε τέλεια διαίρεση Δ=δπ. 
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V. Οι φυσικοί αριθμοί χωρίζονται σε δύο κατηγορίες σε άρτιους (ζυγούς) και σε 

περιττούς (μονούς). 

✓ Οι άρτιοι (π.χ. 2, 4, 6, 60, 122, ...) διαιρούμενοι με το 2 δίνουν υπόλοιπο 0, 

ενώ οι περιττοί (3, 5, 7, 15, 121, ...) διαιρούμενοι με το 2 δίνουν υπόλοιπο 1. 

✓ Ένας άρτιος, έστω α, μπορεί να γραφτεί με την μορφή α=2κ, όπου κ ένας 

φυσικός αριθμός. Για παράδειγμα 60=230, 122=261. 

✓ Ένας περιττός έστω β μπορεί να γραφτεί με την μορφή β=2λ+1, όπου λ 

ένας φυσικός αριθμός. Για παράδειγμα 15=27+1, 121=260+1. 

Σχόλιο: Η γραφή α=2κ και η γραφή β=2λ+1 πολλές φορές μας βοηθάει 

να λύσουμε κάποιες δύσκολες ασκήσεις. 

 

VI. Πρώτοι και Σύνθετοι Αριθμοί 

i) Ένας αριθμός λέγεται πρώτος, αν έχει για διαιρέτη τον εαυτό του και το 1, 

διαφορετικά λέγεται σύνθετος. 

Για παράδειγμα οι αριθμοί  2, 3, 5, 7, 11, .... είναι πρώτοι και οι αριθμοί 4, 

6, 8, 9, 10, .... είναι σύνθετοι. 

ii) To 1 (προφανώς και το 0) δεν θεωρείται ούτε πρώτος, ούτε σύνθετος 

αριθμός. 

iii) Τόσο οι πρώτοι όσο και οι σύνθετοι είναι άπειροι. 

iv) Όλοι οι πρώτοι είναι περιττοί εκτός του 2 που είναι άρτιος. 

 

VII. Το μικρότερο από τα κοινά πολλαπλάσια δύο ή περισσότερων αριθμών που δεν 

είναι μηδέν ονομάζεται Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) των αριθμών 

αυτών. 

 

VIII.  Δύο φυσικοί αριθμοί α και β μπορεί να έχουν κοινούς διαιρέτες. Ο μεγαλύτερος 

από αυτούς ονομάζεται Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης (ΜΚΔ) των α και β και 

συμβολίζεται ΜΚΔ(α, β). 

✓ Δύο αριθμοί α και β λέγονται πρώτοι μεταξύ τους αν είναι: ΜΚΔ(α, β)=1. 

 

IX. Ανάλυση ενός φυσικού αριθμού σε γινόμενο πρώτων παραγόντων 

Βλέπε στο σχολικό βιβλίο σελίδα 28 

 

X. Κριτήρια Διαιρετότητας 

➢ Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με 10 ή 100 ή 1000 ή ... αν λήγει σε ένα ή 

δύο ή τρία ή ... μηδενικά. 

➢ Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με το 2, αν το τελευταίο ψηφίο είναι 0, 2, 

4, 6, 8. 

➢ Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με το 5, αν λήγει σε 0 ή 5. 

➢ Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται με το 3 ή το 9, αν το άθροισμα των 

ψηφίων του διαιρείται με το 3 ή το 9 αντίστοιχα. 

➢ Ένας φυσικός αριθμός διαιρείται συγχρόνως με το 4 ή και το 25, αν τα δύο 

τελευταία ψηφία του είναι μηδέν. 
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2) ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο - Τα κλάσματα 

I. Ίσα ή ισοδύναμα κλάσματα: 
δ

γ

β

α
=  τότε γβδα =   "χιαστί γινόμενο" 

Τα κλάσματα 



 και 




 είναι ισοδύναμα δηλαδή ισχύει 








=  και προφανώς 

 = . 

Είναι 











=




=  (κάναμε απλοποίηση) 

Ένα κλάσμα που δεν μπορεί να απλοποιηθεί λέγεται ανάγωγο κλάσμα. Τα 

κλάσματα 



, 



 είναι ανάγωγα και έχουν ΜΚΔ(5,7)=1, ΜΚΔ(12,19)=1. 

 

II. Πράξεις με κλάσματα  

i) Πρόσθεση 

Τα κλάσματα πρέπει να είναι ομώνυμα: 
δ

γβα

δ

γ

δ

β

δ

a ++
=++  

ii) Αφαίρεση 

   Τα κλάσματα πρέπει να είναι ομώνυμα: 
δ

βα

δ

β

δ

a −
=−  

iii) Πολλαπλασιασμός: 
δγ

βα

δ

β

γ

a




= , επίσης 

γ

ακ

γ

ακ

γ

a
κ


==


 

iv) Διαίρεση 

 
β

α

β
αβ:α ==


, επίσης 

γβ

δa

δ

γ

β

a

δ

γ
:
β

a




==  ή 

γβ

δa

γ

δ

β

a

δ

γ
:
β

a




==  

v) Επιμεριστική ιδιότητα 
λ

γ

δ

α

κ

β

δ

α

λ

γ

κ

β

δ

a
=








  

vi) Σύγκριση κλασμάτων: Τα κάνουμε ομώνυμα 

 

 

3) ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3ο - Δεκαδικοί Αριθμοί 

Μονάδες μήκους, Μονάδες εμβαδού και μονάδες όγκου 

Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 65 

 

4) ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4ο - Εξισώσεις και προβλήματα 

 

I. Οι εξισώσεις (στόχος να βρούμε τον άγνωστο αριθμό x) 

i) Οι εξισώσεις: α+x=β,  x−α=β,  α−x=β 
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Για την λύση αυτών των εξισώσεων συνήθως ακολουθούμε τα παρακάτω 

βήματα: 

E  Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους (Προσοχή όποιος όρος   

 αλλάζει μέλος αλλάζει και πρόσημο) 

E Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και υπολογίζουμε τον άγνωστο x. 

Οι λύσεις των παραπάνω εξισώσεων είναι 

• α+x=β ή  x=β−α παράδειγμα 4+x=18 ή x=18−4  ή x=14. 

• x−α=β ή x=β+α παράδειγμα x−5=11 ή x=11+5  ή x=16. 

• α−x=β ή α−β=x ή x=α−β παράδειγμα 8−x=7 ή 8−7=x ή x=8−7 ή x=1. 

ii) H εξίσωση: αx=β. 

Για να βρούμε τον άγνωστο αριθμό x θα πρέπει να απαλλαγούμε από τον 

συντελεστή του που είναι ο αριθμός α. Αυτό γίνεται μόνο αν διαιρέσουμε 

και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το α (α0), οπότε θα έχουμε 

 
α

β

a

xα
=  ή 

α

β
x =  παράδειγμα  =x  ή 








=

x
 ή =x . 

Σχόλιο: Υπάρχει περίπτωση να έχουμε να λύσουμε και κάποια άσκηση που 

να έχει να κάνει και με τις δύο παραπάνω περιπτώσεις. Δηλαδή να 

χωρίσουμε γνωστούς από αγνώστους, να κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων 

και να προκύψει μια εξίσωση σαν την αx=β, τότε διαιρούμε και τα δύο μέλη 

με τον συντελεστή του αγνώστου και βρίσκουμε τον άγνωστο αριθμό x.  

Παράδειγμα 6x−5=x+20 ή 6x−x=+20+5 ή 5x=25 ή 







=

x
 ή x=5. 

iii) Η εξίσωση α : x=β. 

Όταν έχουμε να λύσουμε μια εξίσωση στην οποίαν υπάρχουν κλάσματα, 

καλό είναι να κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών, ώστε να μας προκύπτει 

εξίσωση με κάποια από τις προηγούμενες μορφές. 

Η απαλοιφή των παρονομαστών γίνεται αν βρούμε το ΕΚΠ των 

παρονομαστών και πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το 

ΕΚΠ. 

Είναι α : x=β  ή  β
x

α
=  (ΕΚΠ=x) ή  βx

x

α
x =  ή xβa = ή x

β

α
= . 

Παράδειγμα 9 : x=3  ή  

=

x
 (ΕΚΠ=x) ή  


= x

x
x  ή x=  ή 

x=



 ή =x . 

iv)  Η εξίσωση x : α=β. 

Επειδή έχουμε παρονομαστή η διαδικασία είναι ίδια. 

Είναι x : α=β  ή  β
α

x
=  (ΕΚΠ=α) ή  βα

α

x
α =  ή βαx = . 
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II. Το πρόβλημα 

Για να λύσουμε ένα πρόβλημα οι εξισώσεις είναι ένα πολύτιμο εργαλείο.  

Για να λύσουμε ένα πρόβλημα με την βοήθεια των εξισώσεων συνήθως 

ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα: 

▪ Διαβάζουμε καλά το πρόβλημα και εντοπίζουμε τη ζητούμενη ποσότητα. 

▪ Επιλέγουμε ένα γράμμα (συνήθως το x) για να εκφράσουμε τον άγνωστο 

αριθμό που πρέπει να προσδιορίσουμε. Συνήθως διευκολύνει να θέτουμε x 

το μικρότερο από τα ζητούμενα (Αν αυτό μπορεί να εκτιμηθεί).  

▪ Εκφράζουμε όλα τα υπόλοιπα μεγέθη του προβλήματος με τη βοήθεια του 

x. 

▪ Γράφουμε την εξίσωση του προβλήματος, που προκύπτει, χρησιμοποιώντας 

τα δεδομένα της εκφώνησης. 

▪ Λύνουμε την εξίσωση. 

▪ Ελέγχουμε αν η Λύση που βρήκαμε ικανοποιεί τις συνθήκες του 

προβλήματος. 

 

 

5) ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5ο - Ποσοστά 

 Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 82 σχετικά παραδείγματα. 

 

6) ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6ο  Ανάλογα και αντιστρόφως ανάλογα ποσά 

 

I. Αναλογίες 

Αναλογία είναι η ισότητα δύο λόγων 
δ

γ

β

α
=  οπότε γβδα =  

Ιδιότητες 

i) 
δ

γ

β

α
=  ή 

α

γ

β

δ
=  ή 

δ

β

γ

α
=  

ii) 



=









=




. 

iii) 



=






+

+
=




=




 

 

II. Ποσά ανάλογα  

  Δύο ποσά x και y  λέγονται ανάλογα, εάν ο λόγος τους διατηρείται σταθερός: 

  λ
x

y
=  ή xλy = , όπου λ σταθερός αριθμός. 
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  Αυτό σημαίνει ότι όταν οι τιμές του  ενός πολλαπλασιάζονται με έναν αριθμό, 

  τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου να πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο  

  αριθμό.  Ο σταθερός αριθμός λ, ονομάζεται συντελεστής αναλογίας. 

  Σχόλιο: Θα λέμε ότι τα α, β, γ είναι ανάλογα των αριθμών κ, λ, μ όταν ισχύει 

  
μ

γ

λ

β

κ

α
== . 

III. Ποσά αντιστρόφως ανάλογα 

 Δύο ποσά x και y ονομάζονται αντιστρόφως ανάλογα, εάν το γινόμενό τους δια- 

  τηρείται σταθερό, δηλαδή είναι λxy = . 

 Αυτό σημαίνει ότι όταν οι τιμές του ενός ποσού πολλαπλασιάζονται επί έναν    

  αριθμό, τότε οι αντίστοιχες τιμές του  άλλου ποσού διαιρούνται με τον ίδιο  

  αριθμό (ή πολλαπλασιάζονται με τον αντίστροφο του ίδιου αριθμού). 

 Στην περίπτωση που λ=1, τα y και x είναι αντίστροφοι αριθμοί. 

 

 

7) ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7ο  Θετικοί και Αρνητικοί αριθμοί 

 

 

I. Εκτός από τους φυσικούς αριθμούς, που τους χαρακτηρίζουμε και ως θετικούς 

έχουμε και τους αρνητικούς. Για να τους ξεχωρίζουμε στους φυσικούς (θετικούς) 

βάζουμε μπροστά ένα σύμβολο το (+) και στους αρνητικούς βάζουμε μπροστά το 

(−). Από κοινού οι θετικοί και οι αρνητικοί αριθμοί αποτελούν το σύνολο των 

ακεραίων αριθμών. 

II. Ρητοί αριθμοί είναι οι αριθμοί που μπορούν να γραφούν σαν κλάσματα. 

Αριθμητές ή παρονομαστές στους ρητούς είναι οι ακέραιοι αριθμοί. Προσοχή το 

0 δεν μπορεί να είναι παρονομαστής κάποιου ρητού.    

III. Πράξεις με ρητούς 

i) Πρόσθεση ομόσημων ρητών: Βάζουμε πρόσημο το κοινό και κάνουμε 

πρόσθεση. Παραδείγματα  +5+9+12=+26, −2−5−11−18=−36 

ii) Αφαίρεση ρητών: Βάζουμε πρόσημο του μεγαλυτέρου και κάνουμε 

αφαίρεση. Παραδείγματα +21−35=−14, −19+30=11. 

iii) Αν έχουμε να υπολογίσουμε μια παράσταση με προσθέσεις και αφαιρέσεις 

ρητών τότε γράφουμε πρώτα τους θετικούς και στην συνέχεια τους 

αρνητικούς. Στους θετικούς βάζουμε πρόσημο (+) και κάνουμε πρόσθεση 

και στους αρνητικούς βάζουμε πρόσημο (−) και κάνουμε πάλι πρόσθεση.  

Έτσι προκύπτει ένα θετικός και ένας αρνητικός αριθμός. Τότε βάζουμε 

πρόσημο του μεγαλυτέρου και κάνουμε αφαίρεση.  

Παράδειγμα: 

 +5−29−8+23+26−15+11−18=+5+23+26+11−29−8−15−18= +65−70=−5. 
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iv) Πολλαπλασιασμός - διαίρεση ρητών: Κανόνας των προσήμων. 

            ++=+,  +−=−,  −+=−,  −−=+ 

v) Γινόμενο πολλών παραγόντων 

✓ Αν κάποιος από τους παράγοντες είναι 0 τότε το γινόμενο είναι 0 

✓ Αν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων (−) είναι άρτιο τότε το 

αποτέλεσμα θα είναι θετικός ρητός. 

✓ Αν το πλήθος των αρνητικών παραγόντων (−) είναι περιττό τότε το 

αποτέλεσμα θα είναι αρνητικός ρητός 

vi) Απαλοιφή παρενθέσεων 

✓ Όταν μπροστά από μια παρένθεση έχει πρόσημο το + ή δεν έχει 

τίποτα μπορούμε να απαλείψουμε την παρένθεση και να γράψουμε 

τους όρους που υπάρχουν μέσα στην παρένθεση όπως είναι.   

✓ Όταν μπροστά από μια παρένθεση έχει πρόσημο το − μπορούμε να 

απαλείψουμε την παρένθεση μαζί με το − και να γράψουμε τους 

όρους που υπάρχουν μέσα στην παρένθεση με αντίθετο πρόσημο.   

 

IV. Δυνάμεις ρητών αριθμών με εκθέτη φυσικό 

• Ορισμοί 

✓ α0=1 , α1=α 

✓ 
ν

ν

α
α


=−  ή 

ν
ν

α
α 








=− 

 

✓ 

νν

α

β

β

α








=








−

 με α, β0 και μ, ν φυσικοί αριθμοί. 

• Ιδιότητες δυνάμεων 

✓ μνμν ααα +=  

✓ μνμν αα:α −=  

✓ ννν βα)βα( =  

✓ 
ν

ν

ν

β

α

β

α
=








 

✓ ( ) μνμν
αα

=  με α, β0 και μ, ν φυσικοί αριθμοί. 

✓ μν

μ

νμν βα
β

αβ:α −==


. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄ 

 
✓ ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7ο  Βασικές Γεωμετρικές έννοιες 

I. Ορισμοί 

i) Διχοτόμο γωνίας ονομάζουμε την ημιευθεία που έχει αρχή την κορυφή της 

γωνίας και την χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες 

ii) Ορθή ονομάζουμε τη γωνία που έχει μέτρο ίσο με 90ο 

iii) Οξεία ονομάζουμε τη γωνία με μέτρο μικρότερο των 90ο 

iv) Αμβλεία ονομάζουμε τη γωνία με μέτρο μεγαλύτερο των 90ο και μικρότερο 

των 180ο 

v) Μη κυρτή ονομάζουμε μια γωνία με μέτρο μεγαλύτερο των 180ο και 

μικρότερο των 360ο 

vi) Εφεξής γωνίες ονομάζονται δύο γωνίες που έχουν την ίδια κορυφή, μία 

κοινή πλευρά και δεν έχουν κανένα άλλο κοινό σημείο 

vii) Παραπληρωματικές γωνίες ονομάζονται δύο γωνίες που έχουν  άθροισμα 

μία ευθεία γωνία, ή 180ο.  

viii) Συμπληρωματικές γωνίες ονομάζονται δύο γωνίες που έχουν άθροισμα 

μία ορθή γωνία.  

ix) Κατακορυφήν γωνίες ονομάζονται δύο γωνίες που έχουν κοινή κορυφή 

και τις πλευρές τους αντικείμενες ημιευθείες. Οι κατακορυφήν γωνίες είναι 

ίσες. 

x) Δύο ευθείες του ιδίου επιπέδου λέγονται παράλληλες, αν δεν έχουν κοινό 

σημείο όσο κι αν προεκταθούν. 

xi) Απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε 

ονομάζεται το μήκος του κάθετου ευθυγράμμου 

τμήματος ΑB από το σημείο Α προς την ευθεία ε.  

xii) Απόσταση δύο παραλλήλων ευθειών (ε1//ε2) λέγεται 

το μήκος οποιουδήποτε ευθυγράμμου τμήματος που 

είναι κάθετο στις  δύο παράλληλες ευθείες και έχει τα 

άκρα του σ' αυτές, π.χ. το ΑΒ. 

xiii) Δύο ευθείες του επιπέδου που είναι κάθετες σε μια 

ευθεία είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

 

Κύκλος και στοιχεία του κύκλου 

 

xiv) Στο σχήμα α η ΑΒ λέγεται χορδή του κύκλου και η 

ΓΔ λέγεται διάμετρος (είναι η μεγαλύτερη χορδή και 

διέρχεται από το κέντρο του κύκλου) .  

 

xv) Στο σχήμα β τα σημεία Α, Β ορίζουν στο κύκλο δύο 

τόξα τα 


ΒΓΑ και 


ΒΔΑ που αντιστοιχούν στην κυρτή 

γωνία θ και την μη κυρτή γωνία ω αντίστοιχα. Το τόξο 
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

ΒΓΑ λέγεται αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης 

κυρτής γωνίας θΑOΒ =


. Όμοια το τόξο 


ΒΔΑ 

λέγεται αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης μη κυρτής 

γωνίας ωΑOΒ =


.  

xvi) Το μέτρο ενός τόξου ορίζεται να είναι ίσο με το 

μέτρο της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας του και 

μετράτε σε μοίρες. 

 

II. Συμμετρία 

Συμμετρία ως προς άξονα και συμμετρία ως προς σημείο 

Τα συμμετρικά σχήματα είναι ίσα 

 

 

 

III. Μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος 

Η ευθεία ε που είναι κάθετη στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ 

και διέρχεται από το μέσο του λέγεται μεσοκάθετος του 

ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (Σχ . γ). 

  

• Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθυγράμμου 

τμήματος έχει ίσες αποστάσεις (ισαπέχει) από τα 

άκρα του (Σχ. δ). 

• Αντίστροφα: Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα 

ενός ευθυγράμμου τμήματος βρίσκεται πάνω 

στη μεσοκάθετο του τμήματος. 

  

.  

 

 

IV. Παράλληλες ευθείες που τέμνονται από μία άλλη. 

 

Ιδιότητες παραλλήλων ευθειών 

  Οι ευθείες ε1 και ε2, στο σχήμα ε, είναι παράλληλες και τέμνονται από την ευθεία 

  ε3, τότε ισχύει: 

 •    Οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες. Δηλαδή είναι: 


=  και 


= x .  
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 •   Οι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες είναι ίσες.  

     Δηλαδή είναι: 


=  , 


= x  , 


=  και 


= . 

 •    Οι εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες είναι    

  παραπληρωματικές.      

  Δηλαδή είναι: 
o180x =+



 και 


=+ 180  . 

 •    Οι εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες είναι   

  παραπληρωματικές.      

  Δηλαδή είναι: 
o

180=+


 και 


=+ 180 . 

 •    Οι εντός εκτός εναλλάξ είναι     

  παραπληρωματικές.      

  Δηλαδή είναι: 
o180=+



 και 


=+ 180x . 

  Παρατηρήσεις: 

▪ Οι οξείες γωνίες είναι μεταξύ τους ίσες  

▪ Οι αμβλείες γωνίες είναι κι αυτές μεταξύ τους ίσες. 

  

V. Στοιχεία τριγώνου - Είδη τριγώνων 

 

i) Το ευθύγραμμο  τμήμα  που  ενώνει την κορυφή ενός τριγώνου με το μέσο 

της απέναντι πλευράς του, λέγεται διάμεσος (Σχ. 1). 

 

ii) Το ευθύγραμμο  τμήμα  που  φέρνουμε  από  μία κορυφή ενός τριγώνου 

κάθετο στην ευθεία της απέναντι πλευράς, λέγεται ύψος του τριγώνου (Σχ. 

2).   

 

iii) Το ευθύγραμμο τμήμα της διχοτόμου μιας γωνίας ενός τριγώνου που 

φέρνουμε από μια  κορυφή και καταλήγει στην απέναντι πλευρά, 

λέγεται διχοτόμος της γωνίας αυτής, του  τριγώνου (Σχ. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

 

Ύλη προετοιμασίας μαθητών Β Γυμνασίου για τους διαγωνισμούς της ΕΜΕ   11 
 

Ιδιότητες ισοσκελούς τριγώνου - Άθροισμα γωνιών τριγώνου  

 

➢ Η ευθεία της διαμέσου, που αντιστοιχεί στη βάση      

είναι άξονας συμμετρίας του ισοσκελούς τριγώνου 

 

➢ Η διάμεσος, που αντιστοιχεί στη βάση είναι ύψος 

          και διχοτόμος 

 

➢ Οι προσκείμενες γωνίες στη βάση του ισοσκελούς 

είναι ίσες 

 

Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ισχύει ότι: 

 

➢ Οι ευθείες των διαμέσων είναι άξονες συμμετρίας του 

ισοπλεύρου τριγώνου 

 

➢ Κάθε διάμεσος είναι ύψος και διχοτόμος 

 

➢ Όλες οι πλευρές και όλες οι γωνίες του ισοπλεύρου 

τριγώνου είναι ίσες μεταξύ τους  

 

 

 

VI.  Άθροισμα γωνιών τριγώνου 

 

❖ Θεώρημα: Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει  


=++ 180BA  

 

❖ Κάθε μία από τις γωνίες ενός ισοπλεύρου τριγώνου είναι 60ο 

 

❖ Πόρισμα: Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες γωνίες είναι 

συμπληρωματικές. 

 

❖ Πόρισμα: Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση με το άθροισμα των 

δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών του τριγώνου. 

 Στο διπλανό σχήμα η γωνία ω που 

 φτιάχνεται  από μία πλευρά του τριγώνου 

 και  την  προέκταση μιας άλλης λέγεται 

 εξωτερική.  
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VII. Παραλληλόγραμμο-Ορθογώνιο-Ρόμβος-Τετράγωνο-Τραπέζιο-Ισοσκελές 

τραπέζιο 

 

 

  •  .  Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο ΑΒΓΔ που 

   έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες, δηλαδή  

   ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ. 

 

 • Κάθε πλευρά του παραλληλογράμμου μπορεί να  

     ονομαστεί βάση του παραλληλογράμμου. 

 

  •   Η απόσταση της βάσης από την απέναντι πλευρά  

       λέγεται ύψος του παραλληλογράμμου. 

 

  •   Για τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ ύψος είναι το ΕΖ, ενώ για τις βάσεις ΑΔ και ΒΓ ύψος 

  είναι το ΗΘ. 

 

 

VIII. Ειδικές περιπτώσεις παραλληλογράμμων 

 

• Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες του ορθές λέγεται ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο ή απλά ορθογώνιο (Σχ. 1). 

 

• Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται ρόμβος (Σχ. 

2). 

 

• Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες του ορθές και όλες τις  πλευρές 

του ίσες λέγεται τετράγωνο (Σχ. 3). 
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IX. Τραπέζιο 

 

•  Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του οποίου μόνο δύο  πλευρές 

 είναι παράλληλες λέγεται τραπέζιο  (Σχ. 4). 

•  Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ, ΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) του 

 τραπεζίου λέγονται βάσεις του τραπεζίου. Η ΑΒ είναι η 

 μικρή βάση και η ΓΔ η μεγάλη. 

•  Η απόσταση των βάσεων, δηλαδή το ευθύγραμμο 

 τμήμα ΕΖ λέγεται ύψος του τραπεζίου. 

•  Αν ένα τραπέζιο έχει τις μη παράλληλες πλευρές 

 του ίσες λέγεται ισοσκελές τραπέζιο (Σχ. 5). 

 

 

Ιδιότητες του ισοσκελούς τραπεζίου 

✓ Η ευθεία που διέρχεται από τα μέσα των βάσεων  

   είναι άξονας συμμετρίας και μεσοκάθετος στις  

   βάσεις του (Σχ. 6).  

✓ Οι προσκείμενες σε κάθε βάση γωνίες του είναι ίσες 

   δηλαδή ισχύει:  


=   και 


= . 

  

 

Ιδιότητες  Παραλληλογράμμου - Ορθογωνίου - Ρόμβου - Τετραγώνου           

 

 Ιδιότητες του πλάγιου παραλληλογράμμου:   

✓ Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και  

παράλληλες. 

✓ Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες 

✓ Οι διαγώνιές του διχοτομούνται (κάθε μία περνάει 

από το μέσον της άλλης). 

✓ Σε κάθε παραλληλόγραμμο το σημείο τομής των 

διαγωνίων του είναι κέντρο συμμετρίας του (Σχ. 7). 

 

 

 

Ιδιότητες ορθογωνίου παραλληλογράμμου:  

✓ έχουμε όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου 

   και επιπλέον  

✓ Οι διαγώνιές του είναι ίσες. 

✓ Οι μεσοκάθετοι των πλευρών του είναι άξονες  

   συμμετρίας  (Σχ. 8). 
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Ιδιότητες του ρόμβου:  

✓ έχουμε όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου  

   και επιπλέον  

✓ Οι διαγώνιες είναι κάθετες 

✓ Οι διαγώνιές του είναι και διχοτόμοι των γωνιών του 

✓ Οι ευθείες των διαγωνίων είναι άξονες συμμετρίας (Σχ. 9). 

 

Ιδιότητες του τετραγώνου:  

 

✓ έχουμε όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου  

   και επιπλέον  

✓ Οι διαγώνιές του είναι ίσες 

✓ Οι διαγώνιές του διχοτομούνται κάθετα 

✓ Οι διαγώνιές του διχοτομούν τις γωνίες του 

✓ Οι ευθείες των διαγωνίων του και οι μεσοκάθετοι  

   των  πλευρών του είναι άξονες συμμετρίας (Σχ. 10). 
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Παρουσίαση λυμένων θεμάτων της Β΄ Γυμνασίου από τον διαγωνισμό "Ο ΘΑΛΗΣ" 

 

 Στον διαγωνισμό "Ο ΘΑΛΗΣ" τα τέσσερα θέματα που εξετάζονται οι μαθητές της Β΄ 

Γυμνασίου, αφορούν την Άλγεβρα, την Πρακτική Αριθμητική, την Γεωμετρία και την 

Θεωρία Αριθμών.  Θα παρουσιάσουμε τέσσερα αντιπροσωπευτικά θέματα, ένα από καθεμία 

από τις παραπάνω ενότητες και θα τα λύσουμε, γράφοντας ταυτόχρονα και την σκέψη που 

κάναμε για να τα λύσουμε. Αυτό το κάνουμε διότι θέλουμε να δείξουμε στα παιδιά της Β΄ 

Γυμνασίου το πως εκμεταλλευόμαστε τα δεδομένα μας, πως τα συνδέουμε με την θεωρία που 

έχουμε μάθει και πως τα συνδέουμε μεταξύ τους, με τελικό στόχο να λύσουμε το θέμα.    

 

 

 

 

 

 

                                          

ƁƢƦƞ ưƬƲ! ƃƜƩƞƦ Ƥ ƃƩƚ ƧƞƦ ƥƞ ƭƮƬưƭƞƥƛưƶ ƪƞ ưƢ ƟƬƤƥƛưƶ ƪƞ ƨƺưƢƦƯ 

ƱƬ ƎƮƹƟƨƤƩƞ ƱƤƯ ŷƨƠƢƟƮƞƯ ưƱƬƪ ƊƞƥƤƩƞƱƦƧƹ ơƦƞƠƶƪƦưƩƹ «ƍ ƆƞƨƛƯ» 

ƱƤƯ ƀŵ ƁƲƩƪƞưƜƬƲ. ƐƲƪƛƥƶƯ ƢƜƪƞƦ ƱƬ 1Ƭ ƎƮƹƟƨƤƩƞ ƱƬƲ ơƦƞƠƶƪƦưƩƬƺ ƧƦ 

ƞƪ ƢƜưƞƦ ƨƜƠƬ ƭƮƬưƢƧƱƦƧƹƯ ƥƞ ƭƙƮƢƦƯ ƢƺƧƬƨƞ ƱƦƯ ƭƮƻƱƢƯ ƭƚƪƱƢ 

ƭƬƨƺƱƦƩƢƯ ƩƬƪƙơƢƯ. 

ƔƩ, ƩƬƲ ƞƧƬƺƠƢƱƞƦ ơƺưƧƬƨƬ ƞƨƨƙ ưƢ ƭƮƬƧƞƨƻ ƪƞ ƭƮƬưƭƞƥƛưƢƦƯ. 

ŻƱƞƪ ƨƢƯ ƹƱƦ ưƱƬ ƭƮƻƱƬ ƭƮƹƟƨƤƩƞ ƱƬƲ ơƦƞƠƶƪƦưƩƬƺ ƥƞ ưƲƪƞƪƱƛưƶ ƱƬ 

ƥƚƩƞ ƱƤƯ ŷƨƠƢƟƮƞƯ, ƳƞƪƱƙƣƬƩƞƦ ƭƶƯ ƢƪƪƬƢƜƯ ƩƦƞ ƙưƧƤưƤ ƩƢ ƭƮƙƫƢƦƯ,   

ơƲƪƙƩƢƦƯ, ƭƞƮƢƪƥƚưƢƦƯ ƧƞƦ ƧƨƙưƩƞƱƞ. ƐƶưƱƙ; 

ƐƶưƱƙ! Ɔƞ ƲƭƙƮƴƢƦ ƩƦƞ ƩƢƠƙƨƤ ƭƞƮƙưƱƞưƤ ƭƬƲ ƥƞ ƱƤƪ ƬƪƬƩƙƣƬƲƪ ƩƢ 

ƚƪƞ ƧƢƳƞƨƞƜƬ ƠƮƙƩƩƞ  ƧƞƦ ƥƞ ưƬƲ ƣƤƱƬƺƪ ƪƞ ƲƭƬƨƬƠƜưƢƦƯ ƱƤƪ ƱƦƩƛ 

ƱƤƯ. ƂƤƨƞơƛ, ƞƪ ƠƦƞ ƭƞƮƙơƢƦƠƩƞ ƩƦƞ ƭƞƮƙưƱƞưƤ ſ ƢƜƪƞƦ ƜưƤ ƩƢ 

ƭƮƙƫƢƦƯ ƞƮƦƥƩƻƪ, ƪƞ ƩƭƬƮƢƜƯ ƩƢƱƙ ƱƤƪ ƢƧƱƚƨƢưƤ ƞƲƱƻƪ Ʊƶƪ ƭƮƙƫƢƶƪ 

ƪƞ ƟƮƢƦƯ ƩƢ ƭƬƦƬƪ ƞƮƦƥƩƹ ƢƜƪƞƦ ƜưƤ Ƥ ƭƞƮƙưƱƞưƤ A. 

 

Ƌƞ ƟƮƶ ơƤƨƞơƛ ƱƤƪ  ƱƦƩƛ ƱƤƯ ƭƞƮƙưƱƞưƤƯ. ƈƞƱƙƨƞƟƞ! ŸƴƬƲƩƢ ƧƙƪƢƦ 

ƧƞƦ ưƱƬ ưƴƬƨƢƜƬ ƱƚƱƬƦƢƯ ƞưƧƛưƢƦƯ ưƱƬ ƧƢƳƙƨƞƦƬ 7. ƀƙƨƢ ƩƦƞ ƪƞ ơƢƦƯ 

ƭƹưƬ ƧƞƨƹƯ ƢƜƩƞƦ. Ƌƞ ƢƜƪƞƦ ơƺưƧƬƨƛ ƹƩƶƯ ưƞƪ ƞƲƱƚƯ ƭƬƲ ƟƙƣƬƲƪ 

ưƱƬƲƯ ơƦƞƠƶƪƦưƩƬƺƯ! 

Το Θέμα της Άλγεβρας 
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ſƯ ơƬƺƩƢ ƭƮƻƱƞ ƭƹưƬ ƧƞƨƹƯ ƢƜưƞƦ ưƱƞ ƟƞưƦƧƙ ƧƞƦ ƩƢƱƙ ƭƙƩƢ ƧƞƦ ưƢ 

ƭƦƬ ơƺưƧƬƨƞ. ƁƦƞ ƪƞ ơƶ, ƫƚƮƢƦƯ ƪƞ ƲƭƬƨƬƠƜưƢƦƯ ƱƦƯ ƭƞƮƞưƱƙưƢƦƯ: 

    02 =  ,   
( )

( )

17

16

6

3

−
 =

−
   ƧƞƦ   

( )
16

15

12

6

−
 =   ; 

 

ƔƩ ȼ ƈƞƨƙ ƱƬ ƭƮƻƱƬ ƢƜƪƞƦ ƢƺƧƬƨƬ. ƈƙƥƢ ƞƮƦƥƩƹƯ ưƱƤ ƩƤơƢƪƦƧƛ ƧƙƪƢƦ 

ƚƪƞ, ƪƞƦ ƫƚƮƶ ȼ ƧƙƥƢ ƩƤ ƩƤơƢƪƦƧƹƯ ƞƮƦƥƩƹƯ ưƱƤ ƩƤơƢƪƦƧƛ ƛƥƢƨƞ ƪƞ 

ƭƶ ƞƨƨƙ Ƣơƻ ƱƬƪ Ɵƨƚƭƶ ƢƜƪƞƦ Ƭ 2, ƙƮƞ 
02 1 = =  ƭƙƢƦ ƞƲƱƹ ȼ ƑƬ   

ƹƩƶƯ 

ƥƚƨƢƦ ƱƚƴƪƞưƩƞ ȼ 

  

ƁƦƞƱƜ ơƢƪ ƲƭƬƨƬƠƜƣƢƦƯ ƱƬƪ 17( 6)−  ƧƞƦ ƩƢƱƙ ƱƬƪ 16( 3)−  ƬƭƹƱƢ ƩƢ ƩƦƞ 

ơƦƞƦƮƢưƬƺƨƞ ƪƞ ƱƢƨƢƦƻƪƬƲƩƢ; 

 

 

ŸƴƢƦƯ ƴƦƬƺƩƬƮ Ɵƨƚƭƶ! ƆƚƨƢƦƯ ƪƞ ơƢƦƯ ƞƪ ƩƭƢƮơƢƺƶ ƱƬƪ 17( 6)−  ƩƢ ƱƬƪ 

( )6 17−   ơƤƨƞơƛ ƩƦƞ ơƺƪƞƩƤ ƩƢ ƚƪƞ ƠƦƪƹƩƢƪƬ. ſƲƱƙ ƢƜƪƞƦ ƠƪƶưƱƙ ƞƭƹ 

ƱƬ ƂƤƩƬƱƦƧƹ ƢƧƱƹƯ ƞƭƹ ƱƬ ƩƢƜƬƪ ƞƨƨƙ ƬƧ ȼ ơƢƪ ƢƜƪƞƦ ƱƹưƬ ƭƮƹƟƨƤƩƞ 

ƞƲƱƹ ȼ ƠƦƞƱƜ ƞƳƬƺ Ƭ 17 ƢƜƪƞƦ ƭƢƮƦƱƱƹƯ ƥƞ ƦưƴƺƢƦ 17 17( 6) 6− = −  

Ƣƪƻ ưƱƬƪ ƭƞƮƬƪƬƩƞưƱƛ ƥƞ ƚƴƶ 16 16( 3) 3− =  ƞƳƬƺ Ƭ 16 ƢƜƪƞƦ ƙƮƱƦƬƯ ȼ 

   ƈƙƱƦ ƩƢ ƱƦƯ ƦơƦƹƱƤƱƢƯ Ʊƶƪ ơƲƪƙƩƢƶƪ ƭƮƚƭƢƦ ƪƞ ƥƲƩƤƥƻ ȼ 

 

ƃƠƻ ưƱƤ ƥƚưƤ ưƬƲ ƥƞ ƚƧƞƪƞ: 
( )

( )

17

16

6 16926659444736
393216

430467213

− −
= = −

−
 ƱƦ ƨƢƯ;  

 

ƊƢ ơƬƲƨƢƺƢƦƯ ƞƨƨƙ ơƢ ƭƢƦƮƙƣƢƦ ȼ ſ, ƠƦƞ ƩƦưƹ ȼ ƞƪ ƚƠƮƞƳƞ ƱƬƪ 17( 6)−  

ƶƯ ( ) ( )
16 1

6 6−  −  ; ƀƚƟƞƦƞ! ƈƬƜƱƞ ƱƻƮƞ: 
( ) ( ) ( )

( )
( )

17 1 1616

1616 16

6 ( 6) 6 6
6

( 3) ( 3) 3

− −  − −
= =  −

− − −
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ſƭƜưƱƢƲƱƬ! ƑƬ ƧƨƙưƩƞ ƚƴƢƦ ưƢ ƞƮƦƥƩƤƱƛ ƧƞƦ ƭƞƮƬƪƬƩƞưƱƛ ƱƬƪ ƜơƦƬ 

ƢƧƥƚƱƤ, ƙƮƞ ƞƭƹ ƦơƦƹƱƤƱƢƯ Ʊƶƪ ơƲƪƙƩƢƶƪ ƚƴƶ ƹƱƦ 
16

16

( 6)
( 6)

( 3)

−
 − =

−
 

( )
16

6
6

3

− 
 − = 

− 
 ( )162 6 −  

166 2= −   . ƋƞƦ, ƥƞ ƱƬ ƙƳƤƪƞ Ƣơƻ! ſƲƱƛ ƥƞ ƛƱƞƪ Ƥ 

ƞƭƙƪƱƤưƛ ƩƬƲ ƧƞƦ ƢƜƩƞƦ ưƜƠƬƲƮƬƯ ƹƱƦ ƞƪ ƲƭƬƨƬƠƜưƶ ƱƬ 162  ƧƞƦ ƩƢƱƙ 

ƭƬƨƨƞƭƨƞưƦƙưƶ ƩƢ ƱƬ 6−  ƥƞ ƟƮƶ ƹưƬ ƟƮƛƧƢƯ ƧƦ Ƣưƺ! 

 

ƈƞƦ ưƱƤƪ ƭƞƮƙưƱƞưƤ   ƱƦ ƥƞ ƚƧƞƪƢƯ; 

 

ƁƦƞƱƜ ƹƴƦ ƩƜƞ ƞƭƹ Ʊƞ ƜơƦƞ. ƊƙƨƦưƱƞ ƥƞ ưƬƲ ƚƨƢƠƞ ƹƱƦ ƞƮƴƜƣƶ ƧƞƦ ƱƬ 

ƞƭƬƨƞƩƟƙƪƶ! ƈƬƜƱƞ: 
( )

16 16

15 15

12 12

6 6

−
 = =  (ƩƩƩ ȼ ƭƹưƬ Ʃŵ ƞƮƚưƬƲƪ ƬƦ 

ƙƮƱƦƬƦ ȼƞƳƞƪƜƣƬƲƪ Ʊƞ ƩƢƜƬƪ ƞƭƹ ƱƤ ƣƶƛ ƩƞƯȼ) 
15 1 15

15 15

12 12 12
12

6 6


= =  =    

15
12

12
6

 
 

 
 ơƤƨƞơƛ 152 12  ƛ ƭƦƬ ƧƬƩƵƙ 1512 2  . Ɔƞ ƱƬ ƙƳƤƪƞ ƚƱưƦ. ŷƮƞ 

161, 6 2 =  = −   ƧƞƦ 1512 2 =  . ſƪ ƚƴƢƦƯ ƞƭƬƮƜƢƯ ƩƭƬƮƻ ƪƞ ưƱƬ ƢƫƤƠƛưƶ 

ƫƞƪƙ ƞƨƨƙ ƠƦƞ ƪƞ ƚƴƢƦ ƢƪơƦƞƳƚƮƬƪ ƥƚƨƶ ƪƚƞ ƭƞƮƞơƢƜƠƩƞƱƞ. ŸƴƢƦƯ 

ƧƙƭƬƦƞ; 

 ƈƦ Ƣưƺ ƚƴƢƦƯ ƴƦƬƺƩƬƮ Ɵƨƚƭƶ ƬƭƹƱƢ ƞƯ ưƲƪƢƴƜưƬƲƩƢ ƩƢ ƱƦƯ ƭƞƮƞưƱƙưƢƦƯ 

( )
31

31

8

4

−
 =  ƧƞƦ 

( )
31

31

20

( 10)

−
 =

−
 . ƊƢ ƱƬƪ ƜơƦƬ ƱƮƹƭƬ, ƩƭƬƮƢƜƯ ƪƞ ƲƭƬƨƬƠƜưƢƦƯ 

ƧƞƦ ƞƲƱƚƯ; 

 

 

ƀƮƢ  ƃƩƚ ơƢƪ Ɵƨƚƭƶ ƧƞƩƜƞ ơƦƞƳƬƮƙ ƩƢ ƭƮƦƪ. Ɔƞ ƭƢƮƜƩƢƪƞ ƩƢƱƙ Ʊƞ 

ƭƮƬƤƠƬƺƩƢƪƞ ƪƞ ƩƢ ơƬƧƦƩƙưƢƦƯ ưƢ ƧƙƱƦ ơƲưƧƬƨƹƱƢƮƬ.  

ſƲƱƚƯ ƢƜƪƞƦ ƞƧƹƩƞ ƭƦƬ ƞƭƨƚƯ. 

ſƪ ƴƞƩƬƠƢƨƙƯ ƢƭƢƦơƛ ơƢ ƩƢ ƭƦưƱƢƺƢƦƯ ƞƭƨƙ ƭƞƮƞƧƬƨƬƺƥƤưƚ ƩƢ: 
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( )
31 3131

31

31 31

8 8 8
2

4 4 4

−  
 = = − = − = − 

 
 (ƬƦ ƭƢƮƦƱƱƬƜ ƢƧƥƚƱƢƯ ơƢƪ Ʊƞ ƭƙƪƢ 

Ƨƞƨƙ ƩƢ Ʊƞ ƩƢƜƬƪ ƧƞƦ Ʊƞ ƭƢƱƙƪƢ ƚƫƶ). ƐƱƤƪ   Ʊƞ ƩƢƜƬƪ 

ƢƫƞƸƨƻƪƬƪƱƞƦ Ʃƹƪƞ ƱƬƲƯ! ƈƬƜƱƞ: 

31 3131
31

31

( 20) 20 20
2

( 10) 10 10

− −   
 = = = =   

− −   
. 

ſƭƨƙ ƭƮƙƠƩƞƱƞ!  

ŷƮƞ, ƬƦ ƭƞƮƞưƱƙưƢƦƯ ƭƬƲ ƩƬƲ ƚơƶưƢƯ ƢƜƪƞƦ ƬƦ: 
0 16 15 312 1, 6 2 , 12 2 , 2 = =  = −   =   = −    ƧƞƦ   312 =   

 

ƁƦƞƱƜ ƴƞƩƬƠƢƨƙƯ; Ÿƴƶ ƧƙƪƢƦ ƧƙƭƬƲ ƨƙƥƬƯ; 

 

ƑƬ ƞƪƱƜƥƢƱƬ! Ɔƞ ƴƞƩƬƠƢƨƙưƢƦƯ ƧƦ Ƣưƺ ƞƪ ưƬƲ ơƢƜƫƶ ƱƬ ƭƢƮưƦƪƹ ƥƚƩƞ 

ưƱƬƪ ơƦƞƠƶƪƦưƩƹ Ɔƞƨƛ ƠƦƞ ƱƤƪ ƀ ƁƲƩƪƞưƜƬƲ! 

 

 

 

 

 

 

;;;;;  

;ƉƬƦƭƹƪ, ƭƻƯ ưƬƲ ƳƞƜƪƢƱƞƦ; 

ſƭƬƱƢƨƢƜƱƞƦ ƞƭƹ ƱƦƯ ƭƞƮƞưƱƙưƢƦƯ ƭƬƲ ƚƨƲưƞ ƭƮƦƪ! ŻƨƢƯ ƬƦ 

ƭƞƮƞưƱƙưƢƦƯ ƩƞƣƜ ơƤƩƦƬƲƮƠƬƺƪ ƩƦƞ ƩƢƠƞƨƺƱƢƮƤ ƧƞƦ ƞƭȴ ƹƱƦ Ɵƨƚƭƶ Ƥ 

ƤƩƢƮƬƩƤƪƜƞ ƱƤƯ ƴƮƬƪƦƙƯ ƱƬƲ ơƦƞƠƶƪƦưƩƬƺ ƧƙƪƢƦ ƭƦƬ ƢƪƱƲƭƶưƦƞƧƛ 

ƱƤƪ ƭƞƮƙưƱƞưƤ ƴƶƮƜƯ ƪƞ ƱƤ ơƲưƧƬƨƢƺƢƦ! ƑƚƨƢƦƬ!  

 

   

ƂƢƪ ƥƞ ƱƤ ƨƺưƢƦƯ; 
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ƑƦ; ſ, ƪƞƦ ƞƭƨƙ ƱƤ ƴƙƣƢƲƞ ƨƜƠƬ. ƃƜƪƞƦ:  

 

 

 

         ( ) ( )16 15 31 316 2 12 2 1 2 2 2020 = −  +  +  − + +  

                                              ƛ 

               ( ) ( )16 15 31 316 2 6 2 2 1 2 2 2020 = −  +   +  − + +   

                                            ƬƭƹƱƢ 

               ( ) ( )16 16 31 316 2 6 2 1 2 2 2020 = −  +  +  − + +  

                                        ƙƮƞ 

                           ( ) ( )0 1 0 2020 1 2020 2020 = +  + =  =  

 

   ƋƬƩƜƣƶ ƢƜƪƞƦ ưƶưƱƛ! Ɔƞ ƢƜƪƞƦ ƶƮƞƜƬ ƪƞ ƢƜƪƞƦ ưƶưƱƛ. ƃƜƪƞƦ; 

   ƑƚƱƬƦƞ ƥƚƩƞƱƞ ƟƙƣƬƲƪ;  ƎƹƱƢ ƢƜƭƢƯ ƛƱƞƪ ƞƲƱƹ; 

 

  ƔƞƴƞƴƞȼƐƶưƱƛ ƢƜƪƞƦ! ƎƢƮưƦƪƹ ƆƚƩƞ, 6 ƋƬƢƩƟƮƜƬƲ 2020.  

  ƈƞƦ ƩƙƪƱƢƵƢ! ƓƚƱƬƯ Ƭ ơƦƞƠƶƪƦưƩƹƯ ƢƜƪƞƦ ƐƙƟƟƞƱƬ 6 ƋƬƢƩƟƮƜƬƲ 2021 

  9 ƱƬ ƭƮƶƜ. ƃƠƻ ƥƞ ƢƜƩƞƦ ƢƧƢƜ ƞƭƹ ƱƦƯ 8ƩƦưƤ. ſƪ ƥƚƨƢƦƯ, ƚƨƞ ƧƦ Ƣưƺ    

ƨƜƠƬ  ƪƶƮƜƱƢƮƞ ƪƞ Ʊƞ ƭƬƺƩƢ! 

 

   

           EƢƢƢȼƎƢƮƜƩƢƪƢ ƃƩƚ, ƩƤ ƳƢƺƠƢƦƯ! Ƒƞ ƙƨƨƞ ƥƚƩƞƱƞ; 
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Προτεινόμενα θέματα 

 

1)    Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

    













−

−

−
+

−














+

−

−
+

−
= 22

)3(

)12(

2

)8(
10

)3(

)12(

2

)8(
A

2

2

2

2

3

3

3

3

    (Θαλής 10/11/2018) 

    Αποτ. 100 

 

2)    Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

    

2

2

2
2

3

3

3

3

4

1

2

)8(
)2(

)3(

)15(

2

)10(
A

−









−−

−
+−















−

−
+

−
=  (Θαλής 11/11/17) Αποτ. 0 

 

3) Να υπολογίσετε την παράσταση: 

     Α=(200:8+12·100)+(200:(8+2)+762) ·[(-1)13 +(-1)12 + (-1)2007]2. 

(Θαλής 30/11/2007) 

 Αποτ. 2007 

 

Θέμα Πρακτικού προβλήματος 

 

Ένας ταξιδιώτης έμεινε σε μία πόλη ένα τριήμερο. Την πρώτη μέρα ξόδεψε το 



 των 

χρημάτων που είχε μαζί του. Την δεύτερη μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που του 

είχαν μείνει στο τέλος της πρώτης μέρας και την τρίτη μέρα ξόδεψε το 



 των 

χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της δεύτερης μέρας. Αν στο τέλος της τρίτης 

μέρας του είχαν μείνει 240 €, να βρείτε πόσα χρήματα είχε μαζί του ο ταξιδιώτης στην 

αρχή της πρώτης μέρας. 

(Θαλής 09/11/2019) 
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Λύση (με εξίσωση) 

Θα προσπαθήσουμε να δημιουργήσουμε μια εξίσωση στην οποία ο άγνωστος, έστω x, 

θα αντιπροσωπεύει τα χρήματα που είχε ο ταξιδιώτης στην αρχή της πρώτη μέρα. 

Έστω ότι ο ταξιδιώτης είχε μαζί του την πρώτη μέρα x €.  

Την 1η μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που είχε μαζί του, οπότε: 

• Την 1η μέρα ξόδεψε 


x
 €  και του  έμειναν 











xxxx
x =−=−  €.  

 Την 2η μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της 

 πρώτης μέρας οπότε: 

• Τη 2η μέρα ξόδεψε 









x
=


x
 και του έμειναν 

2x x 4x x 3x x

3 6 6 6 6 2
− = − = = .  

 Την 3η μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που του είχαν μείνει στο τέλος της 

 δεύτερης μέρας, οπότε: 

• Την 3η μέρα ξόδεψε 


=







xx
€ και του έμειναν 

x x 5x x 4x 2x

2 10 10 10 10 5
− = − = = €, τα 

οποία είναι τα χρήματα που του έμεινα, δηλαδή τα 240 €. 

Άρα έχουμε την εξίσωση: =


x
ή 2x=5240 ή 2x=1200 ή 

1200
x 600

2
= = €. 

 

2ος τρόπος (με αναγωγή στη μονάδα) 

• Επειδή την πρώτη μέρα ξοδεύει το 



 των χρημάτων που είχε του μένουν τα 




=




−




 μέρους των χρημάτων του. 

Δεδομένα  Ζητούμενα 

1η μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που 

είχε μαζί του 

 

Πόσα χρήματα είχε αρχικά; 

2η μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που 

είχαν μείνει  

3η μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που 

είχαν μείνει.  

Του έμειναν τελικά 240 €  
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• Την δεύτερη μέρα ξοδεύει το 



 των χρημάτων που του έχουν μείνει, δηλαδή 

ξοδεύει το 







 =




μέρους των χρημάτων του και του μένει τα








− =








− =  

=







=  μέρους των χρημάτων. 

• Την τρίτη μέρα ξοδεύει το 



 των χρημάτων που του έχουν μείνει, δηλαδή 

ξοδεύει το 



=









 μέρους των χρημάτων του και του μένουν τα 
























==−=−  μέρους των χρημάτων που από τα δεδομένα είναι 

240 €.  

Επειδή τα 



 των χρημάτων είναι 240 €, τότε το 




 είναι 240:2=120 €, και 

επομένως τα χρήματα που είχε ήταν 








===   €. 

 

3ος τρόπος (αντίστροφη πορεία) 

• Επειδή την τρίτη μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που του είχα μείνει στο τέλος 

της δεύτερης μέρας, του απέμειναν τα 











=−  των χρημάτων που του είχαν 

μείνει στο τέλος της δεύτερης μέρας που ήταν 240 €.  

Επομένως με αναγωγή στη μονάδα θα έχουμε: 

Τα 



 των χρημάτων στο τέλος της δεύτερης μέρας είναι 240 € 

Το 



  "             "           "      "    "          "            "         "   




=   €. 

Άρα τα 



 των χρημάτων στο τέλος της δεύτερης μέρας είναι 605=300 €. 

• Επειδή την δεύτερη μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που του είχαν μείνει από 

την πρώτη μέρα, του απέμειναν τα 











=−  των χρημάτων που του είχαν 

μείνει στο τέλος της πρώτης μέρας που ήταν 300 €. 

Επομένως, με αναγωγή στη μονάδα θα έχουμε: 

Τα 



 των χρημάτων στο τέλος της πρώτης μέρας είναι 300 € 

Το 



  "             "           "      "    "          "            "         "   




=   €. 
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Άρα τα 



 των χρημάτων στο τέλος της πρώτης μέρας είναι 1004=400 €. 

• Επειδή την πρώτη μέρα ξόδεψε το 



 των χρημάτων που είχε μαζί του, του 

απέμειναν τα 











=−  των χρημάτων που είχε μαζί του που ήταν 400 €.  

Επομένως, με αναγωγή στη μονάδα θα έχουμε: 

Τα 



 των χρημάτων που είχε μαζί του είναι 400 € 

Το 



  "             "           "      "    "          "         




=   €. 

Άρα τα 



 των χρημάτων που είχε μαζί του είναι 2003=600 €. 

 

 

 

Προτεινόμενα θέματα 

 

1)   Ο Γιώργος αγόρασε ένα σαλόνι αξίας 1200 ευρώ χωρίς να συμπεριλαμβάνεται σε 

αυτή τη τιμή ο φόρος προστιθέμενης αξίας (ΦΠΑ). Μετά την πρόσθεση του ΦΠΑ που 

ήταν 24% επί της αξίας των 1200 ευρώ, αποφάσισε να πληρώσει σε 12 ισόποσες 

μηνιαίες δόσεις. Να βρείτε πόσο ήταν το ποσό κάθε μηνιαίας δόσης, αν η τελική τιμή 

πώλησης επιβαρύνθηκε λόγω των δόσεων κατά 5% με τόκους.  (Θαλής 11/11/17)  

Αποτ.  130,2 € 

2)   Ο Νίκος επισκέφτηκε για ψώνια 3 καταστήματα στη σειρά. Στο πρώτο κατάστημα 

ξόδεψε 30 ευρώ περισσότερα από το μισό των χρημάτων που είχε μαζί του. Στο 

δεύτερο κατάστημα ξόδεψε 40 ευρώ περισσότερα από το μισό των χρημάτων που του 

είχαν μείνει, όταν βγήκε από το πρώτο κατάστημα. Στο τρίτο κατάστημα ξόδεψε 50 

ευρώ περισσότερα από το μισό των χρημάτων που του είχαν μείνει, όταν βγήκε από το 

δεύτερο κατάστημα. Αν μετά την αγορά του στο τρίτο κατάστημα τελείωσαν τα 

χρήματά του, να βρείτε πόσα χρήματα είχε μαζί του όταν ξεκίνησε τις αγορές του.  

(Θαλής 10/11/2018) 

Αποτ. 620 € 
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ŪǽȉŬ ũŮȒȉŮŰȍǿŬȎ 

 

 

Δίνεται κύκλος με διάμετρο ΑΒ, κέντρο Ο και οι ευθείες  ε,ε που είναι κάθετες στα 

άκρα Α και Β της διαμέτρου ΑΒ. Στην ευθεία ε  

παίρνουμε ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ ίσο με τη διάμετρο του 

κύκλου και στη συνέχεια σχεδιάζουμε την ευθεία η να 

διέρχεται από το κέντρο του κύκλου και να είναι 

παράλληλη προς το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ. Η ευθεία η  

τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ στο σημείο Δ.  

(α)    Να αποδείξετε ότι οι ευθείες   ε,ε  είναι παράλληλες 

 και να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΑΒΓ και 

 ΟΒΔ.  

(β)    Να αποδείξετε ότι το Δ είναι μέσον του τμήματος ΒΓ. 

(γ)    Να εξετάσετε το είδος του τετραπλεύρου ΑΟΔΓ. 

(Θαλής 09/11/2019) 

 

Λύση 

 

Σχόλιο: Θα παρουσιάσουμε τη λύση του προβλήματος, γράφοντας ταυτόχρονα και την 

αντίστοιχη θεωρία που απαιτείται και την σκέψη που κάνουμε για να οδηγηθούμε στη 

λύση του. 

  

(α)  Σε αυτό το ερώτημα το πρόβλημα μου 

ζητάει να αποδείξω πρώτα ότι δυο ε1//ε2 και 

στη συνέχεια να υπολογίσουμε τις γωνίες 

των τριγώνων ΑΒΓ, ΟΒΔ. 

➢ Θα αποδείξουμε ότι ε1//ε2.  

Ὃ῭↓ ῳῪ ῾ ‹῾΅ῶ ΏῪ ῳ Ὼῲῳ↓ ῾‍  Ὼ῾´ ↓ ΏῪ Ὺ῾´῭΅₣ῼ‍ ₮ ῶ 

῭ ´ ΅ ῳ΅₣΅  ΅₣ΏῪῶ ῾Ὺ ‗ῸῸῲῸ΅     

Ὺ  ὅΏ  ‹ῺΏ´Ώ Ὺῶ Ὺ῾₮ ῺῶῪ ‗ῸῸῲ ΅ ῳ΅₣Ὺ ῷῪῶ  ​ῲῺῪ ₣`´ Ώ 

 ῶ  

 ῶ  ̈́ Ώ ₮  ΅ΏῪῸῸ‗ῼ Ῥ‍Ώ₣΅  ₣ ΅  

 ῶῶ   ΅Ώ ₮   ΅ῷ ₮  ῷῪῶ ΅῾₣  Ὺ Ὺ  ‗ Ῥ‍Ώ₣΅  ₣ ΅  

 ῶῶῶ   ΅Ώ ₮  ῷῪῶ ΅῾₣  Ὺ Ὺ  ‗ Ῥ‍Ώ₣΅  ῾Ὺ Ὺ῾Ὸῲ ‍ῺῪ ῶῷ‹ . 

Ύ  ὅΏ ΅₣ΏῪῶ ῷ‗ῳ΅ ΅    ῲΏ ₣῭ῶῪ ΅ ῳ΅₣Ὺ    

Υ (υπόθεση) Σ (συμπέρασμα) 

 

 

ΑΒ διάμετρος 

ΑΒε ⊥  

ΑΒε ⊥  

ΒΓ=ΑΒ 

η//ΑΓ 

 

 

 

 

 

 

α)   ε//ε  και να      

      υπολογιστούν οι   

       γωνίες  των  

       τριγώνων  

      ΑΒΓ, ΟΒΔ 

 

β)   Δ μέσο ΒΓ 

 

γ)    Το είδος του ΑΟΔΓ 
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 Θα αξιοποιήσω λοιπόν τα δεδομένα μου, για να δω, τι από τα παραπάνω θα 

μπορέσω να αποδείξω.   

 Το πρόβλημα μου λέει ότι οι ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες στα άκρα της 

διαμέτρου ΑΒ. Δηλαδή είναι κάθετες στην ίδια ευθεία. Άρα λοιπόν, οι ευθείες ε1 και ε2 

είναι παράλληλες μεταξύ τους.  

  

➢ Θα υπολογίσουμε τις γωνίες των τριγώνων ΑΒΓ και ΟΒΔ.  

 

 Για να μπορέσω να υπολογίσω τις γωνίες κάποιου τριγώνου, θα πρέπει να μου 

δίνουν στο σχήμα κάποιες γωνίες, τις οποίες να τις συσχετίσω με τις γωνίες του 

ζητούμενου τριγώνου και έτσι να μπορέσω να τις υπολογίσω. Στο συγκεκριμένο 

πρόβλημα δεν συμβαίνει κάτι τέτοιο. Άρα πρέπει να βρω κάποιον άλλο τρόπο 

αξιοποιώντας τα δεδομένα μου. 

 

 Μου έχει δώσει ότι η ε1 είναι κάθετη στην ΑΒ και η ε2 κάθετη στην ΑΒ, οπότε θα 

σχηματίζονται ορθές γωνίες, δηλ. γωνίες 900, στα σημεία Α και Β. 

 Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ θα έχει 
οΒΒΓA ==



 δηλ. θα είναι ορθογώνιο, και 

επειδή μου δίνει και ότι ΒΓ=ΑΒ, θα είναι και ισοσκελές. Επομένως οι προσκείμενες 

στη βάση γωνίες του θα είναι ίσες δηλαδή 


= ΑΓΒΒAΓ . 

Από το τρίγωνο ΑΒΓ θα έχουμε: 
οΑΒΓΑΓΒΒAΓ =++



 ή 

οοΓΑΒΒAΓ  =++


 ή 
οοΒAΓ  −=



 ή 
οΒAΓ  =



 ή 



=== ΑΓΒΒAΓ ο
ο





. 

Ὃ῭↓ Ὺ῾₮  ῲΏ ῳ΅‍ ₣Ὺ ​ ῲ ῶῺ´῾´ῶ⁮ ῪῺ΅   

i    Ὗ´ ‗ῳ ´ῶ ῺῪ  ‍Ώ Ῥ‍Ώῶ↓Ώ ΅Ώ₮    ῶῬ↓Ώ´    ὅὈὉ ῾´  ΅₣ΏῪῶ  οΓΒA =++


 

ii   Ὕ΅ ῷ‗ῳ΅ ῶ ´ ῷ΅Ὸ‹    ₣Ῥ‍Ώ´ ´ῶ Ῥ‍Ώ₣Ὺ   ῲ  Ύ‗ ῲ   ´  ΅₣ΏῪῶ ₣ ΅    

 Επίσης και το τρίγωνο ΟΒΔ είναι ορθογώνιο αφού 
οΒ =



. 

 Η ΑΓ είναι παράλληλη στην η άρα 
οΔΟΒΒAΓ ==



ως εντός, εκτός και επί τα 

αυτά των παραλλήλων ΑΓ και η που τέμνονται από την ΑΒ.  

Για τον ίδιο λόγο (ΑΓ//η) θα είναι 
οΑΓΒΔΒO ==



. 
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(β) Στο 2ο ερώτημα θέλω να δείξω ότι το Δ είναι το μέσον του ευθυγράμμου 

τμήματος ΒΓ. Δηλαδή να δείξω ότι ΒΔ=ΔΓ ή ότι 


ΒΓ
ΒΔ= . 

Στο προηγούμενο ερώτημα έδειξα ότι
οΟΔΒΒΟΔ ==



δηλ. ότι το τρίγωνο ΟΒΔ 

είναι ισοσκελές. Άρα ΒΟ=ΒΔ. 

Όμως, το ΒΟ είναι ακτίνα του κύκλου, άρα θα ισούται με το μισό της διαμέτρου ΑΒ, 

δηλ. 


ΒΓΑΒ
ΒΟΒΔ

ποθΥ

===   (γιατί μου έχει δώσει ότι ΑΒ=ΒΓ). 

Τελικά έχω: 


ΒΓ
ΒΔ=  (το ΒΔ είναι το μισό του ΒΓ).  Άρα το Δ είναι το μέσο του ΒΓ. 

 

(γ) Θέλω να εξετάσω το είδος του τετραπλεύρου ΑΟΔΓ. 

ὅ῾₮  ῲΏ ῳ΅‍ ₣Ὺ ῬΏ‍ ₣`‍ ₮ ῶ  Ὺ  ΅  ‗῾Ὸ΅  Ὺ ΅₣ΏῪῶ 

ῶ   ´ ῾Ὺ ῪῸῸῲῸ₮Ῥ ῪῺῺ´  ῶῶ   ´ ´ ῳ´Ῥ↓Ώῶ´  ῶῶῶ   ´  ₮ῺΎ´   ῶΏ   ´  ΅  ‗Ῥ‍Ώ´  Ώ   ´   Ὺ῾‹`ῶ´ ῷῪῶ Ώῶ   ´ 

ῶ ´ ῷ΅Ὸ‹    Ὺ῾‹`ῶ´. 

 Θα πρέπει να εξετάσω το συγκεκριμένο τετράπλευρο και να δω τι προϋποθέσεις 

πληροί για να έχω ένα από τα παραπάνω τετράπλευρα; 

Αυτό έχει τις πλευρές του ΑΓ και ΟΔ παράλληλες και τις πλευρές του ΑΟ και ΓΔ να 

τέμνονται στο σημείο Β. Άρα είναι τραπέζιο. 

Όμως έχω από προηγούμενο ερώτημα ότι ΑΟ=ΟΒ=ΒΔ=ΔΓ  δηλ. ΑΟ=ΔΓ, επομένως 

τελικά είναι ισοσκελές τραπέζιο, γιατί έχει τις μη παράλληλες πλευρές ίσες.  

 

 

Προτεινόμενα θέματα 

 

 

1)     Στο διπλανό σχήμα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΟ είναι ισοσκελή με βάση την πλευρά 

ΑΒ. Αν η προέκταση της ΓΟ τέμνει τη βάση ΑΒ στο 

σημείο Δ, να αποδείξετε ότι: 

i) Η ευθεία ΓΔ είναι κάθετη προς τη ΑΒ και το 

σημείο Δ είναι το μέσο της ΑΒ. 

ii)  Αν 


== 30OOA , να αποδείξετε ότι η 

 ΑΟ είναι διχοτόμος της γωνίας 


A .    

 (Θαλής  11/11/2017) 
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2)  Στο διπλανό σχήμα 1 το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές (ΑΒ=ΑΓ) με 

o40A =


 και ΑΔ είναι η διχοτόμος της γωνίας 


A . Επίσης τα 

τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΗ είναι ισοσκελή με ΕΑ=ΕΒ και ΑΒ=ΑΗ. 

Να αποδείξετε ότι: 

I.    o20AHB =


  

II.    o40HA =


 

III. Η ΒΗ είναι διχοτόμος της γωνίας


A .  

(Θαλής 10/11/2018) 

 

 

 

 

ŪǽȉŬ ȅŮȒȍǿŬȎ ŬȍȆȅȉȗȊ 

 

Θα παρουσιάσουμε το θέμα που τέθηκε στον διαγωνισμό στις 9 Νοεμβρίου 2019. 

 

 

Πρόβλημα 4    

Χρησιμοποιώντας μία μόνο φορά καθέναν από τους ακέραιους από το 1 μέχρι και το 26 

γράφουμε 13 κλάσματα. Πόσα το πολύ από αυτά τα κλάσματα μπορεί να είναι ίσα με 

ακέραιο αριθμό;  

 

Λύση 

Δεδομένα  Ζητούμενα 

Έχουμε τους φυσικούς αριθμούς 

1, 2, 3, ..., 26 

 

Πόσα από τα 13 κλάσματα 

είναι ίσα με ακέραιο αριθμό; 

Χρησιμοποιώντας μία μόνο φορά 

καθέναν από τους παραπάνω 

ακέραιους γράφουμε 13 κλάσματα 
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Ερωτήματα: 

1. Εδώ μας έχουν δώσει 26 ακεραίους αριθμούς και χρησιμοποιώντας μια μόνο 

φορά τον καθένα μπορούμε να γράψουμε 13 (26:2) κλάσματα για παράδειγμα:  

5

20
, 

3

21
, 

4

26
, 

8

11
,
25

19
, 

17

7
 κ.λ.π 

2. Από τα παραπάνω κλάσματα υπάρχουν κάποια που ισούνται με κάποιον ακέραιο 

αριθμό; 

Υπάρχουν, για παράδειγμα τα 
5

20
, 

3

21
τα οποία ικανοποιούν τη συνθήκη του 

προβλήματος, άρα είναι δεκτά.  

  

3. Όλα τα παραπάνω κλάσματα ισούνται με κάποιον ακέραιο αριθμό; 

Όχι. Για παράδειγμα τα κλάσματα  
4

26
, 

8

11
,
25

19
, 

17

7
 δεν ισούνται με κάποιον 

ακέραιο αριθμό και επομένως απορρίπτονται. 

 

Το πρόβλημα ουσιαστικά μας ζητά να επιλέξουμε κατάλληλα τους αριθμητές και 

τους παρονομαστές από τους αριθμούς 1,2,3,…,26 ώστε να κατασκευάσουμε όσο 

γίνεται περισσότερα κλάσματα με μέγιστο πλήθος 13 κλάσματα.   

4. Πότε ένα κλάσμα ισούται με κάποιον ακέραιο αριθμό; 

 Προφανώς θα πρέπει ο παρονομαστής του να διαιρεί τον αριθμητή. 

 Εδώ λοιπόν έχουμε να κάνουμε με θέματα διαιρετότητας ακεραίων αριθμών και 

συγκεκριμένα με τους αριθμούς 1, 2, 3, …, 26. 

  

5. Πως βρίσκουμε τους διαιρέτες ενός ακεραίου αριθμού;  

 Πως θα βρούμε για παράδειγμα τους διαιρέτες του 10; 

 Είναι 10=2x5, δηλαδή γράψαμε το 10 ως γινόμενο πρώτων παραγόντων, οπότε οι 

διαιρέτες του 10 θα είναι 2, 5, 10 και το 1 που είναι διαιρέτης όλων των 

ακεραίων. 

 

6. Ποιους αριθμούς λέμε πρώτους;  

 Αυτούς που διαιρούνται μόνο από τον εαυτόν τους και προφανώς το 1. 

 Αυτό είναι πολύ σημαντικό διότι οι πρώτοι αριθμοί θα διαιρούν μόνο τα 

πολλαπλάσιά τους, οπότε θα πρέπει να δούμε ποιοι είναι οι πρώτοι αριθμοί από 

τους 1, 2, 3, … , 26 ώστε να δημιουργήσουμε κατάλληλα κλάσματα που να είναι 

ακέραιοι αριθμοί. 

 Οι πρώτοι είναι: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. 

 Ποιοι από αυτούς έχουν πολλαπλάσια ανάμεσα στους 26 πρώτους αριθμούς; 

 Αυτοί είναι οι 6 μικρότεροι από αυτούς 2, 3, 5, 7, 11, 13 και μπορούν να 

τοποθετηθούν ως παρονομαστές με αριθμητή πολλαπλάσιο τους, ώστε το κλάσμα 

να ισούται με ακέραιο.  
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 Από τους υπόλοιπους, δηλαδή το 17, 19, 23 ο ένας μπορεί να δημιουργήσει 

κλάσμα με παρονομαστή το 1, δηλαδή ίσο με ακέραιο, έστω το =



.  

 Με τους 17 και 19 θα γράψουμε υποχρεωτικά ένα κλάσμα που δεν είναι ακέραιο, 

οπότε ο μεγαλύτερος δυνατός αριθμός κλασμάτων που μπορούμε να γράψουμε 

ίσα με ακέραιους είναι 12. 

 Θα εξετάσουμε τώρα, αν είναι δυνατόν να γραφούν ακριβώς 12 τέτοια  

κλάσματα. 

 Αυτό μπορεί να γίνει ως εξής: 

 



































,,,,,,,, (υποχρεωτική επιλογή παρονομαστών) 

 











,,  (υπάρχει δυνατότητα αλλαγής των παρονομαστών) 

 

Προτεινόμενα θέματα 

 1) Όλα τα ψηφία του θετικού ακέραιου αριθμού Α είναι ίσα είτε με 8 είτε με 9 και 

  καθένα από αυτά τα ψηφία εμφανίζεται τουλάχιστον μία φορά στον αριθμό. Να 

  βρεθεί η ελάχιστη τιμή του Α, αν αυτός διαιρείται με το 4 και με το 3.        

  (Θαλής 12/11/2016) 

  Αποτ. 8988 

2)    Ο τετραψήφιος θετικός ακέραιος Α διαιρείται με το 9 και γνωρίζουμε ότι κάθε 

 ένα από τα τρία ψηφία του από αριστερά προς τα δεξιά είναι το 5 ή το 8. Να 

 βρείτε όλους τους δυνατούς αριθμούς Α.    (Θαλής 11/11/17) 

 Αποτ. 8883 

 

Η υπεύθυνη επιτροπή για τους διαγωνισμούς του Γυμνασίου, του 

Παράρτημα Αχαΐας της ΕΜΕ το 2019 και το 2020, είχε προτείνει 

θέματα προσομοίωσης για τον διαγωνισμό "Ο ΘΑΛΗΣ" της Β΄ 

Γυμνασίου.  

 

Τα προτεινόμενα θέματα είναι τα παρακάτω μαζί με κάποιες 

ενδεικτικές λύσεις.  
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ǏǯǺǠǩǥǪǟ 1         
 

ǌǟ ǳǮǭǩǭǡǝǱǣǲǣ ǲǥǫ ǟǯǧǦǪǥǲǧǨǜ ǲǧǪǜ ǲǥǰ ǮǟǯǚǱǲǟǱǥǰ: 
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ǏǯǺǠǩǥǪǟ 2 

ǀǫ 
v

)1(

1v

)1( vv −


+

−
 Ǫǣ ǫ ǦǣǲǧǨǺ ǟǨǛǯǟǧǭ, ǫǟ ǢǣǝǬǣǲǣ Ǻǲǧ ǭ ǟǯǧǦǪǺǰ 

2

2019v +
 ǣǝǫǟǧ 

ǣǮǝǱǥǰ ǦǣǲǧǨǺǰ ǟǨǛǯǟǧǭǰ. 

ǏǯǺǠǩǥǪǟ 3 

ƹǫǟ ǨǧǫǥǲǺ ǲǥǩǛǴǷǫǭ ǨǭǱǲǝǤǣǧ 800 û. Ǒǲǥǫ ǮǣǯǝǭǢǭ ǲǷǫ ǣǨǮǲǼǱǣǷǫ ǪǣǧǼǦǥǨǣ ǥ ǲǧǪǜ 

ǲǭǳ Ǩǟǲǚ 20% Ǩǟǧ Ǫǧǟ ǠǢǭǪǚǢǟ Ǫǣǲǚ ǠǡǜǨǣ Ǳǣ ǮǯǭǱǴǭǯǚ, ǡǧǟ ǩǝǡǣǰ ǪǛǯǣǰ, Ǫǣ 

ǣǮǧǮǩǛǭǫ ǪǣǝǷǱǥ 20%. ǌǟ Ǡǯǣǝǲǣ ǲǭ ǮǭǱǭǱǲǺ ǟǻǬǥǱǥǰ ǣǮǝ ǲǭǧǰ ǣǨǟǲǺ, ǼǱǲǣ Ǫǣǲǚ ǲǭ 

ǲǛǩǭǰ ǲǥǰ ǮǯǭǱǴǭǯǚǰ, ǥ ǲǧǪǜ ǲǭǳ Ǩǧǫǥǲǭǻ ǫǟ ǣǮǟǫǛǩǦǣǧ Ǳǲǟ 800 û.   

ǏǯǺǠǩǥǪǟ 4 

ǃǝǫǣǲǟǧ ǭǯǦǭǡǼǫǧǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǁǂ Ǫǣ o90A =


, AB<Aǂ Ǩǟǧ ǃ ǲǭ ǪǛǱǭǫ ǲǥǰ ǀǂ. 

ǔǛǯǫǭǳǪǣ ǲǥǫ ǨǚǦǣǲǥ ǲǥǰ ǀǂ Ǳǲǭ ǃ Ǩǟǧ ǛǱǲǷ Ǆ ǲǭ ǱǥǪǣǝǭ ǲǭǪǜǰ ǲǥǰ Ǫǣ ǲǥǫ ǁǂ. 

 i)   ǌǟ ǟǮǭǢǣǝǬǣǲǣ Ǻǲǧ ǀǄ=Ǆǂ=Ǆǁ. 

 ii)  ƹǱǲǷ ǀǅ⊥ǁǂ Ǩǟǧ ǆ ǲǭ ǱǥǪǣǝǭ ǲǭǪǜǰ ǲǥǰ ǃǄ Ǫǣ ǲǥǫ ǮǯǭǛǨǲǟǱǥ        

ǲǥǰ ǀǅ. ǀǫ ǲǭ ǅ ǣǝǫǟǧ ǲǭ ǪǛǱǭǫ ǲǥǰ ǀǆ ǫǟ ǳǮǭǩǭǡǝǱǣǲǣ ǲǧǰ  ǡǷǫǝǣǰ 


BǨǟǧ 


  ǲǭǳ 

ǲǯǧǡǼǫǭǳ ǀǁǂ. 

         iii)  ǔǛǯǫǭǳǪǣ ǣǳǦǣǝǟ (ǣ) Ǯǭǳ ǢǧǛǯǵǣǲǟǧ ǟǮǺ ǲǭ ǀ Ǩǟǧ ǣǝǫǟǧ               

Ǯǟǯǚǩǩǥǩǥ Ǯǯǭǰ ǲǥǫ ǁǂ. ƹǱǲǷ Ǉ ǲǭ ǱǥǪǣǝǭ ǲǭǪǜǰ ǲǥǰ (ǣ) Ǫǣ ǲǥǫ ǮǯǭǛǨǲǟǱǥ ǲǥǰ ǃǄ. 

ǌǟ ǟǮǭǢǣǝǬǣǲǣ Ǻǲǧ Ǉǁ ǣǝǫǟǧ ǢǧǵǭǲǺǪǭǰ ǲǥǰ ǡǷǫǝǟǰ 


A . 

ǄǊǊǆǌǈǉǆ ǋǀǇǆǋǀǒǈǉǆ ǄǒǀǈǐǄǈǀ 

Ǐǀǐǀǐǒǆǋǀ ǀǕǀǘǀǑ 

ǇǄǋǀǒǀ ǏǐǎǑǎǋǎǈǗǑǆǑ  

 ǒǎǓ ǋǀǇǆǋǀǒǈǉǎǓ ǃǈǀǂǗǌǈǑǋǎǓ  

ç ǎ ǇǀǊǆǑ è 
ǁƵ ǂǳǪǫǟǱǝǭǳ 

Ǐǀǒǐǀ 27 ǎǉǒǗǁǐǈǎǓ 2019 
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ǄǫǢǣǧǨǲǧǨǛǰ ǊǻǱǣǧǰ 

ǏǯǺǠǩǥǪǟ 1         
 

 

Ǆǝǫǟǧ: 
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


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   616227 −+− =−250. 

 

ǏǯǺǠǩǥǪǟ 2 

 

ǍǛǯǭǳǪǣ Ǻǲǧ ǟǫ Ǣǻǭ ǨǩǚǱǪǟǲǟ Ǜǵǭǳǫ ǲǭǫ ǝǢǧǭ ǟǯǧǦǪǥǲǜ, ǲǺǲǣ Ǫǣǡǟǩǻǲǣǯǭ ǣǝǫǟǧ ǟǳǲǺ 
Ǯǭǳ  Ǜǵǣǧ ǲǭǫ ǪǧǨǯǺǲǣǯǭ ǮǟǯǭǫǭǪǟǱǲǜ. Ǒǲǥǫ ǢǧǨǜ Ǫǟǰ ǮǣǯǝǮǲǷǱǥ Ǣǣǫ ǱǳǪǠǟǝǫǣǧ ǟǳǲǺ, 

ǚǯǟ Ǧǟ ǮǯǛǮǣǧ ǭ ǟǯǧǦǪǥǲǜǰ (−1)ǫ ǫǟ ǣǝǫǟǧ ǟǯǫǥǲǧǨǺǰ. ǀǳǲǺ Ǧǟ ǡǝǫǣǲǟǧ ǪǺǫǭ ǟǫ ǲǭ ǫ 
ǣǝǫǟǧ ǟǯǧǦǪǺǰ ǮǣǯǧǲǲǺǰ, ǢǥǩǟǢǜ ǫ=2Ǩ+1. 

ǂǧǟ ǫ=2Ǩ+1 Ǧǟ ǛǵǭǳǪǣ: 1010
2

20202

2

201912

2

2019v
+=

+
=

++
=

+
Ǯǭǳ ǣǝǫǟǧ 

ǦǣǲǧǨǺǰ ǟǨǛǯǟǧǭǰ ǟǯǧǦǪǺǰ . 
 
ǏǯǺǠǩǥǪǟ 3 

ǋǣ ǲǥǫ ǮǯǼǲǥ ǛǨǮǲǷǱǥ Ǧǟ ǛǵǭǳǪǣ: 640160800800
100

20
800 =−=− . 

ǋǣ ǲǥǫ Ǣǣǻǲǣǯǥ ǛǨǮǲǷǱǥ Ǧǟ ǛǵǭǳǪǣ: 512128640640
100

20
640 =−=− . 

ǄǮǣǧǢǜ ǦǛǩǭǳǪǣ ǫǟ ǠǯǭǻǪǣ ǲǭ ǮǭǱǭǱǲǺ ǟǻǬǥǱǥǰ ǣǮǝ ǲǭǧǰ ǣǨǟǲǺ ǼǱǲǣ ǥ ǲǧǪǜ ǲǭǳ 

Ǩǧǫǥǲǭǻ ǫǟ ǣǮǟǫǛǩǦǣǧ Ǳǲǟ 800 û, Ǧǟ ǛǵǭǳǪǣ: 

800512
100

512 =


+  512800512
100

−=


 288512
100

=


 28800512= 

25,56
512

28800
== .  Ʒǯǟ ǲǭ ǮǭǱǭǱǲǺ ǟǻǬǥǱǥǰ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 56,25%. 
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ǏǯǺǠǩǥǪǟ 4 

 

i)   H ǃǄ ǣǝǫǟǧ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǥ ǲǥǰ ǀǂ, ǚǯǟ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ Ǆǀ=Ǆǂ, ǭǮǺǲǣ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 


== BAAA  (1). 

Ǆǝǫǟǧ 


=+ 90AA  (2) Ǩǟǧ 


=+ 90A  (3). 

ǀǮǺ ǲǧǰ (2), (3) ǛǵǭǳǪǣ 

=+


AA
)1(

A +


 


= ABEA , ǭǮǺǲǣ ǲǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǁǄ ǣǝǫǟǧ 

ǧǱǭǱǨǣǩǛǰ, ǚǯǟ ǀǄ=Ǆǁ=Ǆǂ. 

ii)  ǄǮǣǧǢǜ ǲǭ ǅ ǣǝǫǟǧ ǪǛǱǭ ǲǥǰ ǀǆ Ǩǟǧ 

Ǆǅ⊥ǀǆ, ǥ Ǆǅ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǭǰ ǲǥǰ ǀǆ, 

ǭǮǺǲǣ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ Ǆǀ=Ǆǆ Ǩǟǧ 


= EA (4). 

ƼǪǭǧǟ 


= EA  (5) Ǩǟǧ ǣǮǣǧǢǜ 


= E Ƿǰ Ǩǟǲǚ ǨǭǯǳǴǜ, ǩǺǡǷ ǲǷǫ (4) Ǩǟǧ 

(5) Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 


=== 60EEA  Ǩǟǧ ǟǮǺ ǲǭ ǭǯǦǭǡǼǫǧǭ ǲǯǝǡǷǫǭ Ǆǃǂ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 




= 30  Ǩǟǧ 


= 60 . 

(2ǭǰ ǲǯǺǮǭǰ) 

ǄǮǣǧǢǜ ǥ ǃǆ ǣǝǫǟǧ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǭǰ ǲǥǰ ǀǂ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ ǀǆ=ǆǂ. 

ƼǪǭǧǟ ǣǮǣǧǢǜ ǂǅ ǣǝǫǟǧ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǭǰ ǲǥǰ ǀǆ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ ǂǀ=ǂǆ, ǭǮǺǲǣ ǟǮǺ ǲǥǫ 

ǮǯǭǥǡǭǻǪǣǫǥ ǱǵǛǱǥ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ ǂǀ=ǂǆ=ǀǆ, ǚǯǟ ǲǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǆǂ ǣǝǫǟǧ ǧǱǺǮǩǣǳǯǭ, 

ǭǮǺǲǣ o60HA =


Ǩǟǧ ǟǮǺ ǲǭ ǭǯǦǭǡǼǫǧǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǅǂ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 


= 30  Ǩǟǧ 


= 60 .  

iii) ǒǭ ǀǁǄǇ ǣǝǫǟǧ ǮǟǯǟǩǩǥǩǺǡǯǟǪǪǭ. ǒǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǁǄ ǣǝǫǟǧ ǧǱǭǱǨǣǩǛǰ Ǩǟǧ Ǜǵǣǧ Ǫǧǟ 

ǡǷǫǝǟ 60ǭ  ( 


== 60EBA ), ǚǯǟ ǣǝǫǟǧ ǧǱǺǮǩǣǳǯǭ, ǭǮǺǲǣ ǀǁ=ǁǄ, ǚǯǟ ǲǭ ǀǁ = 

ǀǇ, ǭǮǺǲǣ ǟǮǺ ǲǭ ǧǱǭǱǨǣǩǛǰ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǁǇ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 


=AB  Ǩǟǧ ǩǺǡǷ 

Ǯǟǯǟǩǩǥǩǝǟǰ (ǀǁ//ǄǇ)  Ǧǟ ǣǝǫǟǧ  



==AB , ǚǯǟ Ǉǁ ǢǧǵǭǲǺǪǭǰ. 
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ǇǛǪǟ ǀ       (ǋǭǫǚǢǣǰ 5)    

ǌǟ ǳǮǭǩǭǡǝǱǣǲǣ ǲǥǫ ǟǯǧǦǪǥǲǧǨǜ ǲǧǪǜ ǲǥǰ ǮǟǯǚǱǲǟǱǥǰ: 
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A    

ǇǛǪǟ ǁ  (ǋoǫǚǢǣǰ 8) 

ǃǝǫǣǲǟǧ ǲǭ ǮǟǯǟǩǩǥǩǺǡǯǟǪǪǭ ǀǁǂǃ, Ǳǲǭ ǭǮǭǝǭ ǥ 


= ΔA . ǆ ǢǧǵǭǲǺǪǭǰ ǲǥǰ 


Δ  

ǲǛǪǫǣǧ ǲǥǫ ǀǁ Ǳǲǭ Ǆ Ǩǟǧ ǥ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǥ ǲǥǰ ǃǄ ǲǛǪǫǣǧ ǲǥ ǃǄ Ǳǲǭ ǉ Ǩǟǧ ǲǥ ǂǃ Ǳǲǭ ǌ.  

1) ǌǟ Ǡǯǣǝǲǣ ǲǧǰ ǡǷǫǝǣǰ ǲǭǳ 

ǮǟǯǟǩǩǥǩǭǡǯǚǪǪǭǳ ǀǁǂǃ 

2) ǌǟ ǟǮǭǢǣǝǬǣǲǣ ǥ ǉǌ ǢǧǛǯǵǣǲǟǧ 

ǟǮǺ ǲǭ ǀ 

3) ǌǟ ǟǮǭǢǣǝǬǣǲǣ Ǻǲǧ ǀǌ=ǁǂ=ǌǄ. 

 

 

 

ǇǛǪǟ ǂ  (ǋǭǫǚǢǣǰ 7) 

ǌǟ Ǡǯǣǝǲǣ ǲǭ ǮǩǜǦǭǰ ǲǷǫ ǲǯǧǶǜǴǧǷǫ ǦǣǲǧǨǼǫ ǟǨǣǯǟǝǷǫ Ǫǣ Ǻǩǟ ǲǟ ǶǥǴǝǟ ǲǭǳǰ 

ǢǧǟǴǭǯǣǲǧǨǚ,  ǭǧ ǭǮǭǝǭǧ Ǳǣ ǭǮǭǧǟǢǜǮǭǲǣ ǪǣǲǚǦǣǱǥ ǲǷǫ ǶǥǴǝǷǫ ǲǭǳǰ, Ǣǝǫǭǳǫ ǲǯǧǶǜǴǧǭ 

ǦǣǲǧǨǺ ǟǨǛǯǟǧǭ, Ǯǭǳ Ǣǧǟǧǯǣǝǲǟǧ ǲǟǳǲǺǵǯǭǫǟ Ǫǣ ǲǭ 2 Ǩǟǧ ǲǭ 3.  

 

ǄǊǊǆǌǈǉǆ ǋǀǇǆǋǀǒǈǉǆ ǄǒǀǈǐǄǈǀ 

Ǐǀǐǀǐǒǆǋǀ ǀǕǀǘǀǑ 

ǇǄǋǀǒǀ ǏǐǎǑǎǋǎǈǗǑǆǑ  

 ǒǎǓ ǋǀǇǆǋǀǒǈǉǎǓ ǃǈǀǂǗǌǈǑǋǎǓ  

ç ǎ ǇǀǊǆǑ è 
ǁƵ ǂǳǪǫǟǱǝǭǳ 

Ǐǀǒǐǀ 02 ǌǎǄǋǁǐǈǎǓ 2020 
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ǄǫǢǣǧǨǲǧǨǛǰ ǊǻǱǣǧǰ 

ǇǛǪǟ ǀ 

Ǆǝǫǟǧ   ǀ= Ͻ
Ͻ
ȡς =                              

Ͻ
Ͻ
ȡ = ς Ͻ ȡ = 

Ͻ ρ ȡ = Ͻ ρȡ = Ͻ =−1 

 

ǇǛǪǟ ǁ 

1) Ǆǝǫǟǧ oΔA =+


 oΔΔ =+


 oΔ =


 oΔ =


 Ǩǟǧ 

 οοoA =−=


. Ʒǯǟ oΒΔ ==


 Ǩǟǧ oΓΑ ==


 

2) ǆ ǃE ǣǝǫǟǧ ǢǧǵǭǲǺǪǭǰ ǲǥǰ 


Δ, ǚǯǟ oΕΔΓΑΔΕ ==


Ǩǟǧ ǣǮǣǧǢǜ ǀǄ//ǃǂ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ 


=== ΑΔΕΕΔΓΔEΑ o , ǭǮǺǲǣ ǲǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǃǄ ǣǝǫǟǧ ǧǱǭǱǨǣǩǛǰ (ǀǃ=ǀǄ), ǚǯǟ ǲǭ 

ǀ ǧǱǟǮǛǵǣǧ ǟǮǺ ǲǟ ǚǨǯǟ ǲǥǰ ǃǄ, ǚǯǟ ǟǫǜǨǣǧ Ǳǲǥ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǭ ǲǥǰ ǃǄ, ǭǮǺǲǣ ǥ ǉǌ 

ǢǧǛǯǵǣǲǟǧ ǟǮǺ ǲǭ ǀ. 

3)  ǒǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǉǃǌ ǣǝǫǟǧ ǭǯǦǭǡǼǫǧǭ Ǳǲǭ ǉ Ǩǟǧ οΔΝK =


, ǚǯǟ οΔΝΚ =


, ǭǮǺǲǣ 

ǲǭ ǲǯǝǡǷǫǭ ǀǃǌ ǣǝǫǟǧ ǧǱǺǮǩǣǳǯǭ, ǚǯǟ ǀǌ=ǌǃ=ǀǃ Ǩǟǧ ǣǮǣǧǢǜ ǲǭ ǀǁǂǃ ǣǝǫǟǧ 

ǮǟǯǟǩǩǥǩǺǡǯǟǪǪǭ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ ǀǃ=ǁǂ, ǚǯǟ ǀǌ=ǁǂ.  

ǆ ǌǉ ǣǝǫǟǧ ǪǣǱǭǨǚǦǣǲǭǰ ǲǥǰ ǃǄ ǚǯǟ ǌǃ=ǌǄ, ǭǮǺǲǣ ǀǌ=ǁǂ=ǌǄ. 

 

ǇǛǪǟ ǂ 

ǒǭ 0 ǟǮǭǯǯǝǮǲǣǲǟǧ ǢǧǺǲǧ Ǣǣǫ ǮǯǭǨǻǮǲǣǧ ǲǯǧǶǜǴǧǭǰ Ǳǣ ǭǮǭǧǟǢǜǮǭǲǣ ǪǣǲǚǦǣǱǥ ǲǷǫ 

ǶǥǴǝǷǫ ǲǭǳǰ.  

ǄǮǝǱǥǰ Ǻǩǭǧ ǭǧ Ǯǣǯǧǲǲǭǝ ǟǮǭǯǯǝǮǲǭǫǲǟǧ, ǢǧǺǲǧ Ǣǣǫ Ǣǧǟǧǯǭǻǫǲǟǧ Ǫǣ ǲǭ 2.  

Ʒǯǟ ǲǟ ǶǥǴǝǟ ǲǭǳ ǟǯǧǦǪǭǻ Ǧǟ ǣǝǫǟǧ ǲǯǝǟ ǟǮǺ ǲǭǳǰ 2, 4, 6, 8. 

ǄǮǝǱǥǰ Ǧǟ ǮǯǛǮǣǧ ǭǧ ǟǯǧǦǪǭǝ Ǯǭǳ Ǧǟ ǮǯǭǨǻǮǲǭǳǫ ǫǟ Ǜǵǭǳǫ ǚǦǯǭǧǱǪǟ ǶǥǴǝǷǫ 

ǮǭǩǩǟǮǩǚǱǧǭ ǲǭǳ 3.  
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Ʒǯǟ ǮǯǛǮǣǧ ǫǟ ǣǮǧǩǛǬǭǳǪǣ ǲǭǳǰ 2, 4, 6 Ǳǻǫǭǩǭ 6 ǟǯǧǦǪǭǻǰ (246, 264, 426, 462, 624, 

642) ǜ ǲǭǳǰ 4, 6, 8  Ǳǻǫǭǩǭ 6 ǟǯǧǦǪǭǻǰ (468, 486, 648, 684, 846, 864). 

Ʒǯǟ ǱǳǫǭǩǧǨǚ 12 ǦǣǲǧǨǭǻǰ ǟǨǣǯǟǝǭǳǰ. 

 

 

 


